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Abstract In this project, we have explored the challenges high school students in mathematics at level B may have when solving simple algebraic equations. We investigated whether an intervention of limited duration can help a student from an instrumental understanding of equation solution to a relational understanding.  We consider a selected student from a mathematics B class. We investigate whether it is possible to plan an intervention program. The planning and analysis of the intervention builds upon Duval's theory of shift in register and Sfards three phases to achieve a structural understanding of a concept like equations.  We learn that a longer intervention is needed if all aspects of the equation solution for simple equation in one unknown must be included. But it should be feasible – especially if it is taken into account which kind of registers the students benefits the most from.    
Resumé I dette projekt har vi undersøgt, hvilke udfordringer gymnasieelever med matematik på B-niveau kan have i forbindelse med løsning af simple algebraiske ligninger. Vi har undersøgt, om en intervention af begrænset omfang kan hjælpe en elev fra en instrumentel forståelse af ligningsløsning til en relationel forståelse.  Med eksempel i en udvalgt elev fra et matematik B hold undersøger vi, om det lader sig gøre at planlægge et interventionsforløb. Forløbet bygger på, og analyseres med udgangspunkt i, Duvals teori om registerskift og Sfards tre faser til at opnå en strukturel forståelse af et begreb som ligningsbegrebet.  Vi erfarer, at det kræver en længere proces, hvis alle aspekter i ligningsløsning for enkelt førstegradsligning med en ubekendt skal inkluderes. Men man kan nå et langt stykke af vejen, specielt når der inddrages flere registre, og der tages højde for hvilke registre eleven drager mest nytte af. 
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Indledning  I projektet har vi arbejdet med gymnasieelevers udfordringer i forbindelse med løsning af ligninger. Særligt med fokus på løsning af førstegradsligninger med en ubekendt. Det er vores erfaring fra undervisning i henholdsvis matematik og fysik på gymnasiet, at en typisk gymnasieelev har problemer med at løse ligninger på et niveau, som burde være lært fra folkeskolen. Vi har en forhåbning om, at man, med en intervention af begrænset varighed, vil overkomme nogle af de problemer, der er hos eleverne. Som nævnt er det et stof, som pensummæssigt er gennemgået i folkeskolen. Så vi håber, at en kortvarig intervention er mulig, så der stadig er tid for eleven til at nå det pensum, som hører gymnasiet til.   
Problemformulering Vil det være muligt, med et interventionsforløb, at gymnasieelever kan tage skridtet fra den instrumentelle forståelse til den relationelle forståelse i matematisk problemløsning, hvor førstegradsligninger indgår.  
Afgrænsning Vi havde intentioner om at denne rapport skulle omhandle første- og andengradsligninger samt to ligninger med to ubekendte. Ved gennemgang af besvarelserne i detektionstesten måtte vi konstatere, at ingen af eleverne havde løst andengradsligningerne. Der var i nogle af opgavebesvarelserne kun skrevet den ene af de to løsninger, samt at der ikke var nogen form for mellemregninger eller forklarende tekst. Næsten det samme gjorde sig gældende for to ligninger med to ubekendte. Vi valgte at reducere projektet til kun at omhandle førstegradsligninger.   
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Didaktiske termer  
Instrumentel og relationel forståelse Når elever skal lære om ligninger i matematikundervisningen, er det meningen, at eleverne skal opnå en forståelse for, hvad en ligning er, samt hvordan man arbejder med en ligning. 
Skemp Skemp [1976] skelner overordnet mellem to typer af matematisk forståelse. Instrumentel forståelse og relationelforståelse. 
Den relationelle forståelse: at vide, hvad man skal gøre. Det vil sige at eleven forstår hvornår vedkommende skal gøre hvad, og eleven ved også hvorfor. Eksempler på relationel forståelse: Skemp giver et eksempel med, at elever skal vide, hvorfor man udregner arealet, som man gør, og hvis den ene side er f.eks. givet i yards og den anden i centimeter, så skal der omregnes.  Fordele ved relationel forståelse: Den kan tilpasses nye opgaver og situationer. Den er nemmere at huske, idet der typisk vil være færre regler, men kan være af længere varighed (longterm). Den kan fungere motiverende i sig selv. Den er dynamisk i den forstand, at den kan give lyst til videre udforskning.  
Den instrumentelle forståelse: KUN at forstå hvad man skal gøre (rules without reason). Denne forståelse gør sig gældende, når en elev lærer sig en metode til at løse ligninger, men ikke indser/forstår gyldigheden ved metoden. Eksempler på instrumentel forståelse: At vide hvordan man flytter et led over på den anden side i en ligning, men uden at vide hvorfor. At vide hvordan man ganger eller dividerer to brøker med hinanden, men uden at vide hvorfor. At vide hvordan man finder arealet af en trekant, uden at vide hvorfor. 
At vide hvordan man finder omkredsen af en cirkel, men ikke vide hvorfor denne er givet ved π*d. Fordele ved instrumentel forståelse: Indenfor de matematiske rammer, kan det være lettere at tilegne sig en instrumentel forståelse. Den giver en umiddelbar gevinst - en succesoplevelse. Til gengæld er den af kortere varighed (short 
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Kompetencebegrebet For at kunne præcisere en diagnosticering eller en intervention, anvender vi 8 kompetencebegreber og 3 dimensioner af kompetencer, som KOM-rapporten [2002] anvender.  
Tankegangskompetence – at kunne udøve matematisk tankegang Karakteristik. 
Problembehandlingskompetence – at kunne formulere og løse matematiske problemer.  
Modelleringskompetence – at kunne analysere og bygge matematiske modeller vedrørende andre felter.  
Ræsonnementskompetence – at kunne ræsonnere matematisk  De 4 næste kompetencer er primært at kunne håndtere sprog og redskaber:   
Repræsentationskompetence – at kunne håndtere forskellige repræsentationer af matematiske sagsforhold.  
Symbol- og formalismekompetence – at kunne håndtere matematisk symbolsprog og formalisme 
Karakteristik ”Denne kompetence består dels i at kunne afkode symbol- og formelsprog, i at kunne oversætte frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt sprog, og i at kunne behandle og betjene 
sig af symbolholdige udsagn og udtryk, herunder formler. Dels i at have indsigt i karakteren af og “spillereglerne” for formelle matematiske systemer (typisk aksiomatiske teorier).” 
Kommentar ”Denne kompetence adskiller sig navnlig fra den ovennævnte repræsentationskompetence, som den ellers er nært forbundet med, ved at fokusere på symbolernes karakter, status og betydning og på selve håndteringen af dem, inklusive reglerne herfor. Dertil kommer, at den også omhandler omgang med formelle matematiske systemer, hvad enten disse har en symbolsk form eller ej. Matematiske symboler omhandler ikke kun avancerede matematiske specialsymboler, men også talsymboler og basale tegn i forbindelse med regneoperationer. Tilsvarende omhandler symbolbehandling ikke kun “bogstavregning”, “calculus” og lignende, men også de formelle sider af elementær regning.”  
Kommunikationskompetence – at kunne kommunikere i, med og om matematik. 
Hjælpemiddelkompetence – at kunne betjene sig af, og forholde sig til, hjælpemidler for matematisk virksomhed (inkl. it). 
Kompetencerne er beslægtede 
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Symbol- og formalismekompetencen derimod betoner navnlig “spillereglerne” i omgangen med symbolsprog og formelle systemer (aksiomatiske teorier), 
kommunikationskompetencen på, hvordan man i det hele taget kommunikerer i, med og om matematik. I tankegangskompetencen ligger vægten på de spørgsmål, matematikken beskæftiger sig med,  
problembehandlingskompetencen fokuserer på strategier, man kan benytte sig af til at besvare spørgsmålene, 
ræsonnementskompetencen angår retfærdiggørelsen af påstande, heri indbefattet påstande om at en given fremgangsmåde faktisk leverer en korrekt løsning på et problem, som udspringer af et matematisk spørgsmål. I modelleringskompetencen er det brugen af matematik til at forstå og behandle anliggender uden for matematikken selv, der står i centrum. 
 KOM blomsten fra KOM rapporten. 
 
Tre dimensioner i besiddelse af kompetencer KOM rapporten opererer med, at en persons besiddelse af en kompetence kan have 3 dimensioner, som kaldes dækningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau. 
Dækningsgrad: med hvor høj grad af selvstændighed aktiveringen kan ske. 
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Aktionsradius: sammenhænge og situationer personen kan aktivere. En kompetences aktionsradius hos en person udgøres af det spektrum af sammenhænge og situationer personen kan aktivere kompetencen i. Det drejer sig først og fremmest om sammenhænge og situationer, der er bestemt af matematiske emneområder (såvel internt matematiske som anvendte emner), men også om sammenhænge og situationer der er bestemt af problemstillinger og udfordringer. 
Teknisk niveau: begrebsligt og teknisk avancerede sagsforhold og værktøjer personen kan aktivere. En kompetences tekniske niveau hos en person bestemmes af, hvor begrebsligt og teknisk avancerede sagsforhold og værktøjer personen kan aktivere den pågældende kompetence overfor.  
Begrebsbilleder og kognitive konflikter [Tall & Vinner, 1981]. Mange gange benytter vi begreber i vores hverdag, som ikke er eksplicit defineret. Ved brug i passende kontekster får vi erfaringer og lærer at genkende begreberne. Senere kan begreberne præciseres og fortolkes med forøget skarphed med eller uden en præcis definition vedhæftet. Normalt bliver begrebet i løbet af denne proces tildelt et symbol eller et navn, som gør, at man kan kommunikere om det, og som støtter mentale manipulationer. Når elever bliver præsenteret for et nyt begreb i matematikundervisningen, skal begrebet indarbejdes i en forståelsessammenhæng. Begreber i matematik adskiller sig fra mange af de øvrige begreber, vi anvender i vores hverdag ved at være meget mere præcist defineret.  Det kognitive univers som en elev opbygger omkring et begreb består af mentale billeder. Tall og Vinner kalder den enkelte elevs samlede forestillinger og betydninger, som indgår i begrebet, for begrebsbilledet (concept image). Begrebsbilledet inkluderer således de mentale billeder og associerede egenskaber og processer, der for eleven knytter sig til begrebet. Begrebsbilledet bliver opbygget over lang tid gennem forskellige erfaringer. Som en del af begrebsbilledet indgår den egentlige begrebsdefinition (concept definition). Tall og Vinner betragter begrebsdefinitionen som en sammenstilling af ord, der specificerer begrebet. Begrebsdefinitionen kan være den formelle der står i matematikbogen, eller det kan være en, som eleven selv har udviklet. Hvis det er en, som eleven selv har udviklet, så kan der være afvigelser fra den formelle. Normalt vil begrebsdefinitionen generere et ”begrebsdefinitions-billede”, som vil relatere sig til begrebsbilledet. Men der er ikke fuldstændig sammenfald mellem begrebsdefinition og de mentale 
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Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  billeder, der bringes i spil, når der arbejdes med begrebet. En definition giver heller ikke nogen sikkerhed for, at eleven danner begrebsbilleder, der støtter forståelsen af begrebet. Et eksempel på begrebsbilleder der kan give problemer kunne være subtraktion. Begrebsbilledet kunne bestå af: ”at gøre mindre”, når man arbejder med de naturlige tal og nul. I det indledende stade kan en elev observere, at noget subtraheret fra et tal altid ”gør mindre”. Hvis eleven skal forklare en begrebsdefinition, så ville svaret måske være ”subtraktion er når man tager noget væk”, og det er naturligvis rigtigt på nuværende sammenhæng, hvori eleven har stiftet bekendtskab med subtraktion. Men det kan til gengæld give problemer senere, når der skal arbejdes med subtraktion af negative tal. Nogle begrebsbilleder kan således indeholde spiren til fremtidige kognitive konflikter. Et divergerende begrebsbillede er således en fejlagtig opfattelse af et givent begreb, men eleven kan stadig være i stand til at løse mange opgaver rigtigt hvis begrebsbilledet giver anledning til en korrekt løsning, men forkert tankegang. Derfor kan det ofte være svært at kortlægge elevens præcise begrebsbillede. Hvis en elev har et begrebsbillede, der divergerer fra begrebsdefinitionen kan der opstå kognitive konflikter, eller hvor begrebsbilledet kommer i konflikt med sig selv. En sådan kognitiv konflikt kan ifølge Tall og Vinner være mindre eller mere bevidst. Den ubevidste kognitive konflikt bevirker at eleven bliver usikker og fornemmer, at noget er galt. Den bevidste kognitive konflikt forudsætter, at eleven konfronteres med uoverensstemmelsen og kan føre til at en udvikling i elevens begrebsbillede. 
Reifikation Anna Sfard indfører begrebet reifikation [Sfard, 1991], som den sidste del af et 3 trins fase for indlæring: 1. Interiorisation: En proces der involverer allerede kendte objekter. Elever har kompetence til at afkode symbol- og formelsprog, dvs. her at kunne identificere en ligning, samt forstår at lighedstegnet betyder, at der skal stå det samme på begge sider og bogstaver er ”tal vi ikke kender”. Eleven kan finde løsningen til simple konkrete aritmetiske ligninger. 2. Kondensation: De tidligere processer bliver til separate dele. Eleven kan løse abstrakte aritmetiske ligninger, som indeholder negative tal og den ubekendte forekommer i flere led. Eleven kan skifte register for at få støtte i en visuel model. Begrebsbilleder for ligningen og dens løsninger begynder at støtte hinanden.  3. Reifikation: At eleven begynder at se den nye del som en integreret helhed. Denne nye helhed er den strukturelle forståelse. Den repræsenterer et ontologisk skift. Et nyt matematisk objekt er skabt i elevens bevidsthed. Eleven har foretaget et kvantespring og kan se kendte processer i et nyt lys.  
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Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  Ifølge Sfard er der altså en rækkefølge eller hierarki, hvor igennem matematik indlæres. Ved hvert nyt emne gennemgås denne udvikling, som for emnet ligninger ender med en forståelse af ligninger som et objekt. Altså en genstand i sig selv, som ikke afhænger af de eksempler, der er givet på ligninger. Et overblik skabes og pludselig opnås en samlet forståelse for alle typer af ligninger på en gang. Ofte vil denne opdagelse medføre en vis lettelse og glædesfølelse hos eleven, da mange komplicerede eksempler forenkles til en samlet forståelse. Denne oplevelse kan være en væsentlig del af motivationen for at lære matematik. I modsætning til de langvarige faser med interiorisation og kondensation, er reifikationen en pludselig opdagelse. Reifikationen kan nogle gange tydeligt ses på en elev, når vedkommende efter en forklaring siger “Er 
det bare det ...“. Reifikationen fører til bevidstheden om et nyt matematisk objekt. Dermed er det altså også et vigtigt skridt i abstraktionsniveau. Når reifikation er opnået, kan det nye objekt begynde at få sin mening fra at være dette slags objekt, og ikke bare gennem de eksempler der har ført til reifikation. Man kan altså opdage nye egenskaber, der ikke blev repræsenteret i eksempler. Sfard pointerer, at valget af notation, symboler, grafer og andre repræsentationer har en vigtig rolle i opbygningen af et matematisk begreb. Newton, Leibniz, Lagrange og Euler har forskellige notation til differentialregning. Ligeledes har de også forskellige billeder på differentialregning. Anvendeligheden og tilgængeligheden af disse notationer har gennem tiden udvalgt hvilke der bruges mest. Notation er altså meget vigtig for indlæringen. Ifølge Sfard er reifikation altså et helt centralt og nødvendigt skridt med hensyn til indlæring af matematik. Reifikation indenfor ligninger må forekomme, når eleven kan løse algebraiske ligninger og begrebsdefinition og begrebsbilleder harmonerer, så eleven kan se en sammenhæng mellem ligningen og dens løsning.  
En semiotisk tilgang - Duval Duval [2006] interesserer sig overordnet for to hovedspørgsmål: Hvilke kognitive systemer kræves for at få adgang til de matematiske begreber? Og hvordan adskiller tænkning i matematik sig fra tænkning inden for andre vidensområder? For at få hul på forståelsen af det særlige ved matematik kan man for det første konstatere, at de matematiske begreber ikke lader sig måle med forskellige instrumenter. Måden, vi kan komme i kontakt med begreberne på, er via et semiotisk system. Herved forstår vi et tegnbaseret system enten i form af tal, f.eks. ”5”, eller symboler, f.eks. ”2x-3”, eller geometriske figurer, f.eks. en sekskant. Det er det semiotiske system, der sætter os i stand til at handle og operere med de matematiske begreber, f.eks. at foretage beregninger, gennemføre argumentationer mv. og i det hele taget give de 
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Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  matematiske begreber liv. Duval siger det på følgende måde:”… signs and semiotic representation transformation are at the heart of mathematical activity.” Semiotiske systemer er ikke statiske, men udvikles over tid. Et eksempel herpå er udviklingen af vores talsystem. Fra additive talsystemer af forskellige slags via romertal til vores positionssystem er et eksempel på, at det semiotiske system har udviklet sig, og ifølge Duval har det været en betingelse for, at matematisk tænkning har udviklet sig. Vi kunne måske pege på udviklingen af koordinatsystemet som et andet eksempel på et semiotisk system, som gjorde det muligt at operere med geometriske objekter på nye måder. Hvis vi for en stund drager en parallel til skolematematikken, kunne man få den tanke, at børns udvikling af matematisk tænkning også er afhængig af, at de semiotiske systemer gradvist udbygges – hvilket giver adgang til nye begreber og flere handlemuligheder i faget. Før elever eller studerende kan danne mentale repræsentationer af en tekst, de læser, skal de først forstå de semiotiske systemer, der indgår i teksten. Ifølge Duval fokuseres der netop for lidt på de semiotiske systemer i undervisningen. Duval skelner mellem flere typer af semiotiske systemer. I første omgang foretager han en opdeling i et sprogligt og et visuelt system. Det sproglige system forstås som matematik formuleret i både hverdagssprog og symbolsprog, mens det visuelle omfatter alle de sammenhænge, hvor matematik fremstilles i form af både formelle og uformelle tegninger og illustrationer. Inden for hvert af de to systemer skelner Duval imellem systemer, der er regelbaserede, og systemer, hvortil der ikke er knyttet på forhånd givne retningslinjer for deres brug og fortolkning. Inden for det sproglige system kan nævnes regler eller algoritmer vedrørende omskrivninger af symbolholdige udtryk, regningsarternes hierarki og regler for bevisers opbygning. Matematik, som er udtrykt mundtligt eller skriftligt i et naturligt sprog, f.eks. regnehistorier, vil derimod være et eksempel på et semiotisk system, som ikke er regelbaseret. Inden for det visuelle system lykkes Duval med den samme opdeling: Der er regler for, hvordan man bruger koordinatsystemer og diagrammer, mens der ikke på forhånd er givet regler for, hvordan en geometrisk figur skal anskues i opbygningen af et ræsonnement. 
pr 
tre Denne opdeling resulterer i fire typer af semiotiske systemer, som Duval kalder registre. De regelbaserede kalder Duval for monofunktionelle registre, mens de ikke-regelbaserede kaldes for multifunktionelle registre. 
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Transformationer inden for de fire registre Inden for disse registre finder vi en række af de vanskeligheder, vi kan iagttage hos gymnasieelever; nemlig vedrørende behandling af algebraiske omsætninger, reduktioner mv. Langt hovedparten af klassiske, matematiske beviser benytter symbolholdige udtryk, og her er det altså vigtigt at være opmærksom på de regler, der gælder for manipulation inden for det regelbaserede sproglige register. Vanskeligheder kan også vedrøre overgangen fra multi- til monoregistre, dvs. oversættelse fra naturligt sprog til symbolsprog, der er en udfordring for de fleste, der arbejder med matematik. For at karakterisere de processer, der er på spil inden for ét register og på tværs af registre, benytter Duval begrebet transformationer. Duval skelner overordnet mellem to typer af transformationer: 1. Omformninger (treatments), som er handlinger inden for samme register. Det kan f.eks. være omskrivninger mellem algebraiske udtryk inden for symbolske, sproglige registre. Det er så at sige det register, vi befinder os i, der bestemmer, hvilke procedurer, algoritmer, der kan anvendes. 2. Oversættelser (conversions), som opstår, når man skifter register; enten mellem sproglige og visuelle registre eller mellem multi- og monoregister. Ifølge Duval er denne type vanskeligere end den første, da den kræver, at eleven kan se objektet i to forskellige iklædninger. 
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Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  Eksempler på indholdet af Duvals forskellige registre: R1 Mundtlig/skriftlige forklaringer i naturligt sprog/hverdagssprog. Visuelt skrevne definitioner, sætninger og beviser. R2 Skrevne symbolske udtryk. Beregninger og beviser. R3 Ikoner, som tegninger, skitser, mønstre. Ikke-ikoner, som geometriske figurer, der kan konstrueres med redskaber. R4 Diagrammer, grafer En treatment i R1, dvs. i det sproglige multifunktionelle register, kunne f.eks. være at lave en regnehistorie på baggrund af en problemstilling. Herefter kunne opgaven ligge i at foretage en conversion ved at omskrive regnehistorien til en ligning og derved bevæge sig ind i det sproglige monofunktionelle register, R2. Løsningen på denne ligning ville da kunne findes ved en treatment i R2, som via en conversion tilbage til R1 kan knyttes til problemstillingen. Et andet eksempel på en conversion kunne være, at tegne en graf på baggrund af en ligning. Dette ville da være en conversion fra det sproglige monofunktionelle til det visuelle monofunktionelle register, dvs. en oversættelse fra R2 til R4. I forhold til repræsentationskompetencen beskrevet i KOM rapporten, mener vi at kunne drage følgende sammenhæng mellem denne og Duvals transformationer. Forståelsen for og beherskelsen af treatments optræder under kompetencens første punkt, idet dette punkt netop omhandler forståelse for, samt beherskelse af et af de fire registre. At kunne foretage og forstå conversions kræver både, at man kan skelne mellem og forstå de indbyrdes forbindelser mellem forskellige repræsentationer, samt kan oversætte imellem dem. Ydermere mener vi, at conversions også er omfattet af at kunne bedømme styrker og svagheder ved en given repræsentation. Det er baggrunden for at kunne foretage et kvalificeret valg imellem dem, når problemstillingen er åben, og eleverne selv skal vælge hvilken conversion, der giver det bedste resultat. Som resultat heraf, vil vi derfor anse Duvals nævnte transformationer som kernen i repræsentationskompetencen. Arbejdet med elevers repræsentationskompetence bør derfor have fokus på at styrke elevernes forståelse og fortrolighed med treatments og conversions.    
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Matematiske termer 
Nogle matematiske tegn og objekter Et særpræg ved matematik som videnskab er den udstrakte brug af symboler. Det er vigtigt, at symbolerne anvendes på en klar og meningsfyldt måde, således at den matematiske tekst bliver klar og sammenhængende. Her vil vi specielt omtale følgende typer objekter:  
• Tal - som i denne sammenhæng generaliseres til også at omfatte åbne udtryk såsom 2x + 3  
• Udsagn (som bl.a. omfatter ligninger og uligheder)  Disse objekter kan hver især forbindes med ganske bestemte tegn. Her følger et skema, der viser nogle af mulighederne. Idéen er, at man enten forbinder tal eller udsagn eller mængder, og ikke sammenblander forskellige typer objekter. Endvidere skal man holde sig til den type objekt, som man nu arbejder med.   
 
Åbne og lukkede udtryk og udsagn. Ved lukkede udsagn forstås sammenstillinger af ord eller symboler, som udtrykker en påstand, som kan være sand eller falsk. F.eks. 2 +  2 =  4 eller 2 +  2 =  5 Udsagnet 2 +  2 =  4 der er sandt, består dels af de to lukkede udtryk eller navne 2 + 2 og 4, dels af lighedstegnet, der forbinder de to udtryk. Specielt for matematikken er dens brug af variable, som er symboler, der repræsenterer flere værdier på en gang. For eksempel kan vi lade x, y, eller z repræsentere et vilkårligt reelt tal. Ved indføring af variable i udtryk og udsagn fremkommer åbne udtryk og åbne udsagn. Eksempel på et åbent udtryk: 2x + 3. Eksempel på et åbent udsagn: 2x + 3 = 5. 
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konstanter. Idéen er, at de arbitrære konstanter kan vælges tilfældigt, men at de derefter ikke ændrer sig. Arbitrære konstanter betegnes oftest med de første bogstaver i alfabetet. Vi vil i det følgende se på lighedstegnet, da det er det grundlæggende tegn i en ligning. 
Bogstaver som repræsentationer  I den indledende algebra indføres bogstaver som repræsentationer for tal. Dette kan være som erstatning for en ubekendt eller en ukendt størrelse. Den ubekendte vil være det/de tal vi søger, så en given ligning opfyldes. Den ukendte er et fast men ukendt tal, som vi kan forestille os givet. Fælles for dem vil dog være, at de nu ikke blot er et bogstav fra alfabetet eller et symbol for et objekt eller f.eks. en forkortelse, men at de repræsenterer et tal. Dette kræver en abstraktion af eleverne, der er nødvendig for at danne en korrekt bogstavforståelse.   
Lighedstegnet Lighedstegnet betyder grundlæggende ”ækvivalent med”, og kan bruges i forskellige sammenhænge.  Det bruges i ligninger til at fortælle, at to udtryk skal være ækvivalente. Det bruges i aritmetikken som ordre til at noget skal regnes ud og det kan bruges i forbindelse med definitioner, til at give definitioner af en størrelse som værende ækvivalent med en anden størrelse. Lighedstegnet er med til at ”opdele” en ligning i 2 ”sider”, en venstreside og en højre side. Fagligt set så fortæller lighedstegnet at de to sider (størrelser) skal være lige store. Mange elever vil ikke være bevidste om disse forskellige anvendelser af lighedstegnet – og derfor ikke være i stand til at skelne disse anvendelser. Eleven vil typisk opleve, at deres begrebsbillede af lighedstegnet, som eleven har fra de tidligere skoleår, vil være i konflikt med anvendelsen af lighedstegnet i ligninger.  Tidlige begrebsbilleder af lighedstegnet er en kommando ”en ordre til at regne noget ud”. For eksempel er "5 + 10 = ” 𝑏𝑙𝑒𝑣𝑒𝑡 opfattet som en ordre til at finde ud af, hvad det bliver, og skriv det efter lighedstegnet. Desuden viderefører de fleste lommeregnere budskabet om, at ”=” betyder ”regn ud”. Det er netop denne ordre man giver lommeregneren, hver gang man trykker på tasten ”=”. Dette er formodentlig årsagen til at der kommer konflikt mellem de forskellige begrebsbilleder, hvor lighedstegnet kommer i spil.  Ofte bliver elever forvirrede, når de møder udtryk som "12 + 15 = 10 + 17" og også ved mere simple udtryk som "5 + 3 = 3 + 5", eller hvis lighedstegnet kommer først ”___=5+10”.   At mange elever kommer med opfattelsen af lighedstegnet som en besked om at regne, kan også ses afspejlet i udtryk som "5 ∗ 3 = 15 + 4 = 19", hvis en elev har brug for at gange 5 med 3 og derefter lægge 4 til resultatet. (Dette begrebsbillede er utroligt svært at ændre hos matematisk ”fagligt” svage elever.) 
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Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  Lighedstegnet betyder at udtrykkene på venstre og højre side skal have samme værdi (omtales også som venstre-højre-ækvivalens). Lighedstegnet er altså et udtryk for en symmetrisk relation mellem to udtryk. Det betyder, at nogle elever kan stå med et begrebsbillede for ligninger der har en alt for snæver opfattelse af lighedstegnet. Begrebsbilledet skal suppleres med en fortolkning af, at 𝑎 = 𝑏 angiver, at to størrelser er lige store. Dette billede indeholder ingen ”ordre”, det vil sige, at al tale om proces er forsvundet i denne faglige tolkning af lighedstegnet. Dette begrebsbillede af lighedstegnet er også symmetrisk på den måde, at det betyder akkurat det samme, hvis højre og venstre side bytter plads.( a=b og b=a). 
Ligninger En ligning er et udsagn med et lighedstegn og kan eventuelt være sandt for en eller flere værdier af ubekendte størrelser. I arbejdet her ser vi specifikt på førstegradsligninger med en ubekendt. Disse ligninger kan ifølge Filloy og Rojano [1989] inddeles i aritmetiske og ikke-aritmetiske ligninger. De aritmetiske ligninger har kun den ubekendte stående på venstre side af lighedstegnet. Venstre side angiver en operation på den ubekendte, og højre side kan da betragtes som resultatet af denne operation i form af et tal. I den ikke-aritmetiske ligning kan den ubekendte stå på begge sider af lighedstegnet. Denne type ligning er et udsagn, hvor to algebraiske udtryk skal være ækvivalente. Aritmetisk vil være af formen: 𝐴(𝐵𝑥 ± 𝐶) = 𝐷 Ikke-aritmetisk af formen: 𝑥 ± 𝐵 = 𝐶𝑥 ± 𝐷 Ved den aritmetiske ligning vil eleven ikke nødvendigvis opleve en konflikt mellem en forståelse af lighedstegnet som et krav om at udføre en operation og ligningens lighedstegn som betydning, at de to sider af lighedstegnet skal være ækvivalent. Derimod vil den ikke-aritmetiske ligning kræve at eleven har forstået ligningsbegrebet som et udsagn om to algebraiske udtryk der skal være lige store. 
Ligningsløsning At søge løsningen for en ligning vil sige at søge samtlige værdier af den ubekendte, der gør ligningen sand. Der kan være uendeligt mange, endeligt mange eller ingen løsninger til en ligning. Mange elever vil have svært ved at acceptere især ligninger med uendeligt mange løsninger. Løsningen kan være udtrykt ved konkrete tal, men kan også være udtrykt ved arbitrære konstanter. At løsningen kan bestå af tal vi ikke kender, men som vi antager, har en konstant værdi, er endnu en udfordring for eleverne. Endeligt må man skelne mellem ”en løsning” og ”løsningen” til en given ligning. Altså om der er tale om en udtømmende løsning, eller vi blot er interesseret i en hvilken som helst løsning.   
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Problemstillinger i løsning af ligninger 
Ligninger - en didaktisk tilgang Ligningsløsning er i dag en central del af skolematematikken. Sådan har det ikke altid været. Der var endda en tid, hvor selve det at benytte ligninger blev set på med mistro i dele af skolematematikken. Således lagde man for 100 år siden vægt på at kunne håndtere opgaver udelukkende med ”regning”, altså uden at tage ligninger til hjælp. Men sådan er det ikke mere. Desuden er der i de senere år blevet stadig større opmærksomhed på at koble den mere færdighedsprægede del af ligningsløsningen sammen med fundamentale forståelser af de indgående beregninger og procedurer. Det drejer sig især om: 
• Bogstavforståelse. Forståelse af ubekendte og bogstaver som repræsentation for ubekendte. 
• Forståelse af lighedstegnet. 
• Forståelse af og færdighed i brugen af reglerne for ligningsløsning. 
• Oversættelser mellem anvendelsessituationer i virkeligheden og ligningsbeskrivelse. I forbindelse hermed er det blevet en central del af arbejdet at finde sammenhænge mellem og systemer i den måde, variable udvikler sig på, at symbolisere sådanne sammenhænge og systemer og bearbejde dem vha. af symbolerne. Det giver desuden mulighed for at koble ligningsløsning til andre dele af det matematiske indhold, f.eks. til funktioner og geometri.   
Bogstavforståelse Küchemann beskriver forskellige bogstavforståelser blandt elever [Küchemann, 1981, s. 104], som groft kan inddeles i to kategorier. I den første afholder eleverne sig fra at se bogstavet som et specifikt ukendt tal. Den anden er den første kategoris modsætning, idet elever ved denne bogstavforståelse er i stand til at behandle bogstaverne som en ubekendt konstant eller en variabel. Målet i undervisningen er derfor, at eleverne tilhører Küchemanns kategori 2. Kategori 1 kan bruges til at undersøge, hvori elevernes vanskeligheder ved bogstavsymboler består. Disse kan ifølge ham selv komme til udtryk gennem et eller flere af følgende tre udsagn: 1. bogstavet gives en tilfældig værdi 2. bogstavet ignoreres 3. bogstavet ses som symbol for et objekt eller som en forkortelse for et ord I alle tre tilfælde vil der være tale om en misopfattelse af bogstavets brug og betydning, hvor udfordringen ligger i at skabe forståelse for bogstavet som repræsentant for en talværdi og samtidig belyse hensigten og herigennem de muligheder det skaber. Mollie MacGregor og Kaye Stacey [1997] undersøgte elevers forståelse af algebraisk notation og herunder elevers bogstavforståelse. Her fandt de frem til, at elever ofte baserer deres 
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Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  bogstavforståelse på intuition og gæt, i analog med forståelse for andre symbolsystemer eller på et falsk grundlag udsprunget af misledende undervisningsmateriale [MacGregor & Stacey 1997, s. 15]. Dette kunne tyde på, at eleverne mangler forståelse for og støtte i deres tilgang til dannelse af deres bogstavforståelse, som sker i den indledende algebra. Samtidig viste undersøgelsen, at opfattelsen af bogstaver, som forkortelse af ord eller bogstaver som objekter, var særlig udbredte. Denne tredje bogstavvanskelighed virker herved særlig stor og omfangsrig, hvilket måske kan skyldes elevernes manglende evne til at abstrahere fra bogstavets oprindelige betydning fra alfabetet.  En simpel sætning der er inspirerende for dannelsen af begrebsbilleder for bogstaver i matematik er: ”Bogstaver er tal vi ikke kender”.  
Forståelse af lighedstegnet Davis [1975] beskriver hvordan en elev ved løsning af ligningen 3
𝑥
= 6
3𝑥+1
 får brug for at bruge lighedstegnet på to måder. Dels i forståelsen af en ligning der giver et udsagn, som skal være sand – altså de to sider skal være ækvivalente. Dels for at omforme et udtryk som opnås ved en operation, som udføres på den ene af siderne af lighedstegnet. Eleven farer vild i sine omformninger af ligningen, da han skal udføre en operation på et algebraisk udtryk fra den ene side af ligningen, og dette bliver rigtigt nok sat lig med det udregnede udtryk, men det oprindelige udsagn fra ligningen risikerer at gå tabt.  En typisk fejlagtig brug af lighedstegnet er en fortsat linje af operationer. F.eks. ved løsningen af ligningen 2𝑥 − 5 = 3 skrives således 2𝑥 − 5 = 3 + 5 = 8
2
= 4 hvilket skyldes at eleven har et begrebsbillede af lighedstegnet som en kommando til at udføre en given operation.  Ifølge Sfard er det første skridt på vejen mod reifikation en interiorisation, som indebærer at eleverne kan identificere de pågældende objekter. Det er således afgørende, at eleverne genkender en ligning, og er klar over hvilke størrelser der er de ubekendte og eventuelle ukendte.  
Forståelse af og færdighed i brugen af reglerne for ligningsløsning Ifølge Sfard er det første skridt på vejen mod reifikation en interiorisation, som indebærer, at eleverne kan identificere de pågældende objekter. Det er således afgørende, at eleverne genkender en ligning, og er klar over hvilke størrelser der er de ubekendte og eventuelle ukendte. Når dette er genkendt, er det nødvendigt for eleven at forstå hvilke handlinger, der er lovlige inden for ligningsløsning. I matematikbøgerne står, hvilke regneregler der gælder (Er lovlige). Det fylder ganske lidt. Der står til gengæld ikke, hvad man ikke må (ulovlige regler). En sådan liste kan være formålstjenelig at have i et af interventionsforløbene.  Elever ved åbenbart, at 2𝑎
𝑎
= 2, altså at man kan forkorte med a. Men hvad med 2+𝑎
𝑎
= 2+a
a
= 2. En anden variation kan være 2+𝑎
𝑎
= 2+a
a
= 2 + 1 = 3. 
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𝑎𝑏
= 2 + 𝑎
𝑏
 
Hvis eleven er opmærksom, og ikke har rettet opmærksomheden på Facebook eller lignende, så vil han blive rystet: Nu må man åbenbart godt forkorte når der står +? I heldigste fald spørger eleven, og læreren udfører mellemregningen 2𝑎 + 𝑎2
𝑎𝑏
= 𝑎(2 + 𝑎)
𝑎𝑏
= 2 + 𝑎
𝑏
 
Vores velvillige og læselystne gymnasieelev noterer sig, at ”at man godt må forkorte, selvom der står plus, hvis der bare er en parentes. To dage senere klarer eleven selv stolt en reduktionsopgave. 2𝑎 + 74𝑎 = 2(𝑎) + 74(𝑎) = 2 + 74 = 94 = 2 14  
Modeller til løsning af førstegradsligninger Vi vil undersøge, om man kan flytte en elev, ved få interventioner, fra at have en instrumentel forståelse af ligningsbegrebet, hvor det bliver et sæt regler der er lært for at udføre nogle procedurer på standardligninger, til en relationel forståelse, hvor eleven kan bruge viden om, at en ligning er et udsagn om, at to udtryk skal være lige store. Vi vil derfor se på nogle modeller, til hjælp for en forståelse af ligningsbegrebet. Filloy og Rojano [1989] undersøgte effekten af to modeller – vægtskålsmodellen og den geometriske model. 
Vægtskålsmodellen Begrebsbilleder af venstre-højre ækvivalens har nok historisk set taget udgangspunkt i den mest udbredte fysiske model med skålvægten i ligevægt. 
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Den geometriske model Denne model sammenligner arealer. Højre og venstre side af lighedstegnet står for et areal af hver deres rektangel. For ligningen 𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝐶𝑥 sammenlignes et areal af et rektangel, med siderne A og x plus et rektangel med arealet B, med arealet af rektanglet med siderne C og x. Ligheden af de to arealer svarer således til ligheden mellem to algebraiske udtryk [Filloy og Rojano, 1989]. Heller ikke her giver det mening at tale om arealer med negativ værdi. Filloy og Rojano konkluderede, at fælles for brugen af de to modeller var, at det var svært for eleverne at løsrive sig fra den konkrete model og nå til det abstrakte niveau. Den matematiske syntaks fulgte ikke med, når der først var arbejdet konkret med modellen.  
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Empirisk arbejde  
Identificering af problemer med relationel forståelse af ligninger For at undersøge hvorvidt en intervention i forbindelse med at få elever fra den instrumentelle forståelse af ligninger og lighedstegnet til en relationel forståelse er relevant, har vi opstillet forskellige typer af opgaver. For at teste om eleven har forstået selve ligningsbegrebet, må der også stilles opgaver af en anden type end standardtypen. En standardopgave vil blot teste endnu en gang om eleven instrumentelt kan løse opgaven, hvilket kan gøres, hvis eleven blot har lært de tilladte operationer til at isolere x på den ene side af lighedstegnet. Opgaveeksempel Fokuspunkter Er 𝑥 = 10 løsning til ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 ?  At undersøge om eleven er klar over hvad det vil sige at have en løsning til en ligning.  15 = 1𝑥 Her er det nødvendigt at kende elevens løsningstankegang. En rent instrumentel løsning ville give samme svar, når der er ganget med hhv. 5 og x på hvert side af lighedstegnet. Men forstår eleven, at de to sider af lighedstegnet må være lige store indses det hurtigt, at det kun kan lade sig gøre, når x=5. Denne opgave vil dog ikke kunne udelukke, at der er en relationel forståelse, men at eleven ønsker at skrive en mere matematisk begrundelse ved at skrive tidligere omtalte operationer ud. Derimod kan opgaven give en positiv tilkendegivelse af, at eleven har en forståelse af betydningen af lighedstegnet, såfremt der argumenteres med at de to brøker kun kan være lige store, når nævnerne er lige store. Løs ligningen 𝑥 = 1 Denne opgave kan teste om eleven udelukkende forstår ”løs ligningen” som en kommando til at skulle udføre operationer på ligningen. Løs ligningen 38𝑥 + 72 = 38𝑥 Her testes om eleven kan gennemskue at denne ligning er inkonsistent. Og dermed om eleven har indset, at der findes ligninger, som ikke har nogen løsning. 
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Find 𝑥 og 𝑦, når 47𝑥 + 5𝑦 = 12 og 47𝑥 + 5𝑦 = 3 Et ligningssystem med to ubekendte som er inkonsistent. Hvis eleven har en relationel forståelse af lighedstegnets betydning, vil han hurtigt indse, at det ikke kan lade sig gøre for noget y. Find 𝑥 og 𝑦, når 47𝑥 + 5𝑦 = 12 og 94𝑥 + 10𝑦 = 3 Igen et ligningssystem med to ligninger med to ubekendte, som er inkonsistent. Denne gang er det lettere maskeret. Løs ligningen 2𝑥 = 2𝑥 Tester om eleven har indset, at der kan være ligninger med uendeligt mange løsninger Løs ligningen 𝑎𝑥 + 𝑏 = 7 mht. 𝑥 Undersøger om eleven kan skelne ukendte og ubekendte. 
Identificering af testperson Hvorfor elever i gymnasiet måske svarer forkert på en matematikopgave, kan der være en række forklaringer på. Det kan skyldes en simpel regnefejl, eleven misforstod spørgsmålet, eller de ikke har de nødvendige kompetencer til at løse opgaven og dermed bare gætter. Den type af besvarelse vi er interesserede, i er dem, hvor eleven viser en ren instrumentel tilgang til opgavebesvarelsen. Eleverne skal altså bare svare i overensstemmelse med deres eksisterende begrebsbilleder. Når der er overensstemmelse mellem begrebsbilleder og begrebsdefinitionen, så ser vi på hvorfor begrebsbillederne ikke er på et relationelt niveau, skal vi forsøge at forstå konturerne af deres instrumentalle opfattelse. Den måde, hvorved vi har forsøgt at afdækket disse konturer, er ved en detektionstest, bestående af 48 spørgsmål omhandlende ligninger i forskellige repræsentationer. Der er fokuseret på førstegradsligninger, andengradsligninger og to ligninger med to ubekendte. [se bilag 1.] Valg af ”forsøgsklasse”. John overtog en klasse i august 2013. Matematikundervisningen i denne 2.g klasse var på B niveau. Vi vurderer, at dette måtte være den optimale forsøgsklasse for vores projekt. Fordi der ikke var noget forhåndskendskab til elevernes matematiske niveau, samt at John som den ”nye” matematiklærer ikke havde nogle relationer til eleverne. Ligeledes har klassen gennemgået førstegradspolynomier, andengradspolynomier, samt løsning af ligninger med to ubekendte.  Så de burde have de basale forudsætninger på plads 
Test til afdækning af ligningsforståelse Opbygningen skulle gerne afspejle at den instrumentelle forståelse kommer før den relationelle forståelse. Det er altså meningen, at simple opgaver skulle lede til en bedre relationel forståelse. Dette er forsøgt opnået ved at gentage opgavetyper med stigende krav til relationel forståelse. Denne 
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Detektionstest, 48 spørgsmål Detektionstest 48 spørgsmål er designet således, at de skulle afdække elevernes begrebsbilleder, samt om de har en instrumentel eller en relationel tilgang til løsningen af ligninger. Her er specielt tale om objekter: Tal - som i denne sammenhæng generaliseres til også at omfatte åbne udtryk og udsagn som omfatter ligninger.  [se bilag 1.]  
Sortering af elevbesvarelser Elevernes besvarelser blev opdelt, således at de besvarelser som var blanke eller absolut forkerte blev lagt til side, da disse ikke er af interesse for dette projekt. Vi valgte at medtage nogle enkelte opgavebesvarelser, som viste en god instrumentel forståelse.   
Valg af eleven K Vi har valgt, at det skal være elev K, som bliver vores ”forsøgsperson”. K’s besvarelse viste, at han har en rimelig god instrumentel forståelse mht. løsning af førstegradsligninger, f.eks. opgave nr. 13 og 14.  
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 I opgave 10 viser K måske en relationel forståelse. Vi vurderer at der er potentiale i at arbejde videre med K.  
Kategorier af ligninger til test Joëlle Vlassis [2002] arbejder med ligninger med 1 ubekendt af 1. grad, som opdeles i 2 overordnede typer: aritmetiske og ikke aritmetiske. Disse 2 typer bliver så opdelt i 2 grupper således at der i alt er 4 undertyper/grupper. 
Aritmetiske ligninger: Den ubekendte optræder kun på den ene side af lighedstegnet. Lighedstegnet bevarer den aritmetiske betydning. Aritmetiske ligninger opdeles i:  Konkrete: Den ubekendte forekommer kun en gang, og der indgår kun naturlige tal.  
𝑥 + 3 = 6 
Abstrakte: Den ubekendte optræder flere steder på samme side af lighedstegnet, der indgår negative tal, brøker mm. Løsning af ligningen kræver algebraisk manipulation. 
−𝑥 = 5  𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟  3𝑥 + 12 − 5𝑥 = 8 
Ikke- Aritmetiske ligninger: Den ubekendte forekommer på begge sider af lighedstegnet. 
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Model-baserede ligninger (præ-algebraiske ligninger): Man skal kunne stille spørgsmålet: ”Vil det være muligt at løse ligningen ved at referere til det konkrete, eller vil det ikke være muligt?” Hvis der er en løsning vil denne bestå af en form for tal. 
Ligninger løsrevet fra modeller: Tal, bogstaver og hvad der ellers kan indgå i ligninger refererer ikke længere til noget konkret. Det er kun i algebraisk sammenhæng, at manipulation giver mening.  
Kategorisering af ligningerne De røde tal angiver, hvor mange korrekte besvarelser der er af de 27 elever. 
Aritmetiske ligninger -Konkrete: 5 Bestem n når: 4 + 𝑛 − 2 + 5 = 11 + 3 + 5 18 7 Løs ligningen:  2𝑥 = 4   26 10 Løs ligningen: x = 1   23 
Aritmetiske ligninger -Abstrakte: 8 Løs ligningen:  2𝑦 − 6 = 4  23 9 Løs ligningen:  1
2
𝑧 = 4   23 
11 Løs ligningen:  1
2
𝑥 −
2
4
= 1,5  14 12 Løs ligningen: −2𝑦 + 6 = 4  19 13 Løs ligningen:  0,5𝑥 − 2 = 6  24 14 Løs ligningen:  4𝑥 − 2𝑥 − 6 = 0  24 17 Løs ligningen:  1
𝑥
= 4   10 
18 Løs ligningen:  1
5
= 1
𝑥
   13 
19 Løs ligningen:  5 = 5
𝑧
   12 
21 Løs ligningen:  1
𝑥−1
= 1   15 
22 Løs ligningen:  −1 + 1
𝑥−1
= 1  5 
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Ikke- Aritmetiske Model-baserede ligninger:  4 Er 3𝑎 = 𝑎3 ?   19 6 Løs ligningen:  7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 ?   Er 𝑥 = 10 løsning ?26 15 Løs ligningen:  2𝑥 + 6 = −4𝑥  10 
Ikke- Aritmetiske ligninger løsrevet fra modeller:   20 Hvilke løsninger har ligningen 3x-x = 2x. 1 29 Hvilke løsninger har ligningen 38x+72 = 38x  1 I tabellen ses klassegennemsnittet.  Rigtige svar Mulige svar Procent Aritmetiske ligninger – Konkrete 67 81 83% Aritmetiske ligninger – Abstrakte 182 293 62% Ikke- Aritmetiske Model-baserede ligninger 55 81 68% Ikke- Aritmetiske ligninger løsrevet fra modeller 2 54 4%  I tabellen ses K’s gennemsnit.  Rigtige svar Mulige svar Procent Aritmetiske ligninger – Konkrete 2 2 100% Aritmetiske ligninger – Abstrakte 7 11 62% Ikke- Aritmetiske Model-baserede ligninger 3 3 100% Ikke- Aritmetiske ligninger løsrevet fra modeller 0 2 0%     
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Intervention   Målet med interventionen er ikke at træne eleverne på det instrumentelle niveau i de forskellige operationer, der skal til for at løse en ligning. Målet er, at undersøge om man kan hjælpe eleverne til en relationel forståelse af ligningsbegrebet.  Der er udvalgt en elev, som ved detektionstest har vist en rimelig instrumentelle forståelse, ved at han f.eks. kan lægge til og trække fra på begge sider af lighedstegnet, men som ikke helt har forstået, hvad en løsning til en ligning betyder.  Eleven vil i den resterende del af rapporten blive omtalt som K. Med udgangspunkt i skemaet, der viser K’s besvarelsesprocent i de forskellige kategorier, valgte vi at opdele interventionerne i 3 faser.  1 Omhandlende: Teori 2 Omhandlende: Abstrakte - Aritmetiske ligninger. 3 omhandlende: Ikke- Aritmetiske ligninger løsrevet fra modeller (Ikke- Aritmetiske Model-baserede ligninger) Interventionsforløbet 2 og 3 blev gennemført ved tavlen i et klasselokale. Interventionen foregik som en løbende dialog med læreren.  Når der blev fundet et svar opfordres eleverne til at kigge svaret igennem og sikre sig, at svaret giver mening. Til sidst opfordres eleverne til at formulere, hvad det betyder, at en given løsning er en løsning.  
Interventionsforløb 1 Ud fra detektionstesten har vi valgt at starte med at styrke K’s begrebsdefinition, så det bliver: Teori vedr. løsning af førstegradsligning i et legeme. Dette interventionsforløb gennemføres som et selvstudie.  Det skulle være en hjemmelektie, som skulle bringe K’s personlige begrebsdefinition af ligninger i overensstemmelse med den formelle.  Vi havde en forventning om, at elever i 2.g på B niveau havde en personlig begrebsdefinition, der lå meget nær den formelle. vedr. ligninger. Detektionstesten viste, at dette langt fra var tilfældet. Derfor valgte vi at medtage dette interventionsforløb. Teoridelen til intervention 1 er taget fra bilag 2.  
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Interventionsforløb 2 Løsning af ligninger hvor der indgår brøkudtryk.  Ud fra K’s besvarelse af opgave 9, 17,18 og 19 har vi valgt dette interventionsforløb, vi vurderer, at dette interventionsforløb vil bringe K op på et niveau, der vil give ham en relationel forståelse i løsningen af denne type ligninger. Som det kan ses af nedenstående besvarelse er løsningerne fremkommet instrumentelt. 
 
 Det teoribaserede mål der ligger til grundlag for designet af opgaverne i intervention 2 er at øge dækningsgraden og forlænge aktionsradiussen indenfor symbol- og formalismekompetencen for at flytte K fra instrumentel til relationel forståelse, indenfor åbne udsagn hvor der indgår brøknotation. Vi vil starte med at styrke og skabe nye begrebsbilleder af venstre-højre ækvivalens ved at tage udgangspunkt i ”vægtskålsmodellen”. Udgangspunktet for interventionen er opgave 19, (1
5
= 1
𝑧
) den abstrakte aritmetiske ligning, som har stambrøken 1
5
 på venstre side og den ubekendte z på højre side repræsenteret som stambrøken 1
𝑧
.  Ligningens lukkede udtryk anbringes på den ene vægtskål, på den anden side foretages et registerskift således, at det åbne udsagns åbne udtryk erstattes med en kontinuer ikonisk repræsentation. 
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Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  En interventionsproces med dette registerskift, fra det sproglige monoregister til det visuelle multiregister, skulle træne eleven i, at se objektet i to forskellige iklædninger. Pizza og lagkager har været anvendt i forbindelse med brøkregning i mange år, så umiddelbart burde der ikke opstå nogen form for kognitive konflikter mellem begrebsbilleder samt begrebsdefinition og begrebsbilleder, når brøken bare er mindre end 1. Brøker, der er større end 1, indgår ikke i dette interventionsforløb, da vi frygter, at det indeholder spiren til en kognitiv konflikt. Det var ikke målet med intervention 2 at behandle forståelse af lighedstegnet i ligninger. Lighedstegnet skulle her kun sikre, at der var ækvivalens mellem det åbne udsagns åbne udtryk og det lukkede udtryk. Det primære mål med interventionen var, at K kunne opnå en ratificering af brøkbegrebet indenfor nogle af brøkbegrebets undergrupper og dermed øge dækningsgraden og forøge aktionsradiussen indenfor symbol- og formalismekompetencen: Brøk-måling/En-del-af-en-enhed. Forhold. Operator. Kvotient. Mål-på-tallinje. Decimal. Hvis der i løbet af interventionen indtræffer en ratificering med anvendelse af repræsentationer indenfor nogle af brøkbegrebets undergrupper, så vil der være gode muligheder for at K opnår en relationel forståelse af løsning af ligninger, hvor der indgår brøknotation.    Planen for intervention 2 var en opdeling af 3 separate interventionsforløb. Den første del omhandlede simple åbne udsagn med registerskift, del to havde fokus på sammenligning af to brøker. Den tredje del skulle bl.a. fungere som evaluering af, om der var opnået en større dækningsgrad og en forøgelse af aktionsradiussen ved at øge sværhedsgraden i ligningens åbne udtryk.  Interventionen blev afsluttet med en evaluering. 
Interventionsforløb 3 Løsninger til ligninger hvor blandt andet eksotiske ligninger indgår. Det teoretiske udgangspunkt i denne intervention lå i Skemp teori; det er muligt at have en instrumental forståelse af et objekt, hvis man kan arbejde indenfor et register, men for at få den relationelle forståelse, skal man også kunne arbejde med repræsentationsskift på tværs af registrene. Derfor vil der i interventionen blive anvendt registerskift. Første del af intervention 3 har vi fokus på om at K’s begrebsbilleder af lighedstegnets forskellige betydninger ikke giver konflikter. Ligeledes inddrages en gennemgang af åbne og lukkede udtryk samt udsagn.  Interventionens første del skulle sikre, at der var et solidt fundament ved gennemførslen af interventionens anden del. 
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Succeskriterier (Posttest) For at kunne teste om eleven har opnået en relationel forståelse af ligningsbegrebet, må han testes i opgaver, som ikke er umiddelbart genkendelige som variationer af de opgaver, han er stødt på i indledende detektionstest og under interventionen, da dette blot vil vise, at de har fået en instrumentel forståelse af disse ”trick” opgaver.  Vi anser eleven for at have fået en større relationel forståelse af ligningsbegrebet, såfremt han kan besvare en afsluttende posttest [bilag 3] på en måde, så det ikke kun er instrumentelle forståelse, der ligger til grundlag for besvarelsen.  
Intervention 1: Teori - Løsning af førstegradsligning i et legeme I dette interventionsforløb vil vi teoretisk se på de formelle egenskaber, der gør det muligt at løse en førstegradsligning. Lad os først præcisere, hvad det vil sige, at der findes inverse tal i et legeme. Det drejer sig om to slags inverse:   
- Til ethvert a i L findes et tal, som vi kalder -a i L med den egenskab, at a + (-a)=0. -a kaldes for det modsatte til a for at adskille det fra det følgende, multiplikativt inverse. 
- Til ethvert tal a, hvor 𝑎 ≠ 0 i L findes et tal, som vi kalder 𝑎−1 i L, og som har egenskaben 
𝑎 ∗ 𝑎−1 = 1. Med udgangspunkt i denne egenskab ved et legeme vil vi nu i detaljer vise, hvordan en førstegradsligning løses i et legeme. Lad os sige, at vi gerne vil løse førstegradsligningen 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐. Først erindrer vi om, at 𝑎 ≠ 0 er et krav til en førstegradsligning. Der er flere veje til at løse en ligning som 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐, men hvis vi ser på legemeegenskaben ovenfor, kunne det være fristende at starte med at addere -b på hver side, altså det modsatte tal til b. Det giver: 
Side 31 af 66  
Studerende: Lotte Juul Larsen og John Sorth-Olsen                 Eksaminator: Mogens Niss 
Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  
𝑎𝑥 + 𝑏 + (−𝑏) = 𝑐+(-b), der ud fra egenskaben 𝑏 + (−𝑏) = 0 reduceres til 𝑎𝑥 = 𝑐 + (−𝑏), hvilket ifølge vores definition på regningsarten ”minus” også kunne skrives 𝑎𝑥 = 𝑐 − 𝑏. Når man skal løse en ligning, hvor x er den ubekendte, betyder det at man skal finde værdierne for x, hvor ligningen er sand. Ligningens udsagn skal således bevares, og den skal omformes til et udtryk, der fortæller os noget mere direkte om x. Det gælder altså om at isolere x på den ene side af lighedstegnet og reducere det, der står på den anden side af lighedstegnet. For at få x til at stå alene i 𝑎𝑥 = 𝑐 − 𝑏 vælger vi den sidste legemeegenskab ovenfor, nemlig eksistensen af et multiplikativt inverst til a, nemlig a-1. Ganges der med a-1 på hver side af lighedstegnet i ligningen 𝑎𝑥 = 𝑐 − 𝑏, så fås 
𝑎−1 ∗ 𝑎𝑥 = 𝑎−1 ∗ 𝑐 − 𝑏  Eller 
𝑥 = 𝑎−1 ∗ (𝑐 − 𝑏) Hvorved ligningen er løst. Vi har i et legeme defineret division med a som multiplikation med a-1, så slutresultatet kan skrives: 
𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐, hvilket medfører, at 𝑥 = (𝑐 − 𝑏):𝑎 eller med brøknotation 𝑥 = 𝑐−𝑏
𝑎
. Da man også kan regne baglæns i udviklingen ovenfor, har vi vist, at den fundne værdi for x faktisk er en løsning til ligningen. Vi døber følgende til sætning 1. Løsningen til førstegradsligningen 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐 i et legeme er 𝑥 = 𝑐−𝑏
𝑎
. Vi nåede frem til sætning 1, idet vi nøje gjorde rede for, hvilke egenskaber fra et legeme vi benyttede.  
Regler og sprogbrug for løsning af ligninger gymnasiet Man kan i løsningsprocessen foretage følgende: 1) Lægge det samme (tal, bogstav) til på hver side af lighedstegnet. 2) Trække det samme fra på hver side af lighedstegnet. 3) Gange med det samme på hver side af lighedstegnet. 4) Dividere med det samme på hver side af lighedstegnet, dog ikke med 0. Med brug af punkterne 1 til 4 kan vi få isoleret x på den ene side af lighedstegnet og nå frem til et enkelt tal eller udtryk på den anden side. 
Evaluering af interventionsforløb 1 At lade et interventionsforløb, der skal danne basis for den formelle begrebsdefinition for førstegradsligninger, er ikke hensigtsmæssigt at gennemføre som et selvstudie.  
Side 32 af 66  
Studerende: Lotte Juul Larsen og John Sorth-Olsen                 Eksaminator: Mogens Niss 
Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  For K’s vedkommende kom der for mange personlige nuancer i den personlige begrebsdefinition, der medfører konflikter med den formelle.  Af tidsmæssige årsager gennemførte vi ikke yderligere interventionsforløb, der ellers kunne have fokus på K’s definitionsbegreb. Det skal dog anbefales, at der i projektforløb som dette afsættes nødvendige resurser, som sikrer, at der er størst mulig harmoni mellem den personlige og den formelle begrebsdefinition.    
Intervention 2: Løsning af ligninger hvor der indgår brøkudtryk I detektionstesten indgik følgende brøker: 9 Løs ligningen:  1
2
𝑧 = 4 
11 Løs ligningen:  1
2
𝑥 −
2
4
= 1,5 
17 Løs ligningen:  1
𝑥
= 4 
18 Løs ligningen:  1
5
= 1
𝑥
 
19 Løs ligningen:  5 = 5
𝑧
 
21 Løs ligningen:  1
𝑥−1
= 1 
22 Løs ligningen:  −1 + 1
𝑥−1
= 1 Interventionen med K foregik ved tavlen i et klasselokale.  
Aritmetiske ligninger -Abstrakte Udgangspunktet for interventionen er opgave 19, den abstrakte aritmetiske ligning som har stambrøken 1
5
 på venstre side og den ubekendte x på højre side repræsenteret som stambrøken 1
𝑥
. 
  
Side 33 af 66  
Studerende: Lotte Juul Larsen og John Sorth-Olsen                 Eksaminator: Mogens Niss 
Professionsprojekter/specialer: Formidler-variant:                   Opstart 01-09-13, Eksamen 28.01.2014  ”Matematisk problemløsning hvor ligninger indgår.”  Vi ville først undersøge K’s begrebsbillede af en stambrøk som en kontinuert ikonisk repræsentation.  Vi erstattede ligningens åbne udtryk med en ”pizza”. Et registerskift fra det sproglige monoregister til det visuelle multiregister. 
  Pizzaen er opdelt i 5 stykker, så ikonen må betragtes som ”Complete”. K bliver bedt om at farvelægge med rødt kridt hvad der svarer til 1
5
 . 
 K giver udtryk for at dette er da nemt nok. Der var ingen problemer med at angive brøken 1
5
 som en kontinuert repræsentation i det visuelle multiregister. Der var ikke noget tegn på kognitive konflikter, så begrebsdefinition og begrebsbilledet var i harmoni.  I den næste opgave i interventionen har vi valgt ikke at skifte register men foretage en omformning af repræsentationen indenfor registeret (treatments). Repræsentationen ændres fra den kontinuerte til en diskret repræsentation. Der er indtegnet 5 kugler, så ikonen må betragtes som ”Complete”. 
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 En brøk hvis repræsentation var diskret, voldte heller ikke K problemer. Repræsentationen blev nu ændret til en tallinje (Number line). Det er måske forkert at kalde det en tallinje, det er bare et linjestykke uden tal og inddelinger, så repræsentationen må betragtes som ”Incomplete”. 
 K’s kommentar var bare: ”Det må være ca. her”, og så afsatte han den røde streg. Der var heller ikke her problemer med at angive den del af linjestykket der svarer til 1
5
. Repræsentationen blev nu ændret til en tallinje (Number line). For at gøre den ”Complete” inddelte vi den i 5 dele, men vi valget at øge sværhedsgraden ved at angive tallet 0 ved linjens start og et 5 tal ved den femte inddeling, så den samlede repræsentationen må betragtes som ”Incomplete”.  
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5
 ud af 5, det vil sige at det nu er 5 som er blevet til enheden. Vi fortsætter interventionen uden at informere K om ovenstående fejl. På den næste figur har vi ændret tallinjen så den går fra 0 til 10. 
 K angiver (efter nogen tøven) den røde streg på tallinjen. K udtrykker flere gange at det er vanskeligt. K bliver informeret om at svaret er korrekt. I de efterfølgende sekunder giver K’s ansigtsudtryk en indikation af at der er noget galt. (Der er åbenbart konflikt mellem begrebsbillederne). K siger at der må være noget galt med de andre tallinjer. Vi tager kameraet og ser på de tidligere repræsentationer med tallinjer, hvor han har angivet med rødt kridt hvad han mener der svarer til 1
5
. 
 Til det første billede siger K at han mangler tal for at afgøre om hans svar er rigtigt. Efter at have spurgt om hvad der er enheden på dette linjestykke, så begynder K at blive enig med sig selv om at hans svar er rigtigt. K kan godt nu se at 1
5
 kan være en del af en hel. K’s begrebsbillede som af 1
5
 af en hel giver ikke konflikter.  
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 Det andet billede er forkert siger K. Han kan ikke helt overskue hvor konflikten er. Efter at have fortalt K at han skal opfatte 1
5
 som et decimaltal, så må K nu skifte register, fra det visuelle multiregister tilbage til det sproglige monoregister.  I det sproglige monoregister kan han nu foretage en ” omformninger (treatments), som er handlinger inden for samme register”  K kan betragte 1
5
 som en uudført division. K går i gang med at udføre divisionen 1: 5 og kommer frem til at det må svare til 0,2 i decimaltal. K skifter nu register igen fra det sproglige monoregister tilbage til det visuelle multiregister, hvor han afsætter den røde markering på tallinjen korrekt.  
 Det lader til, at K’s begrebsbillede af 1
5
 som et decimaltal er blevet bragt i overensstemmelse med begrebsdefinitionen. Efter at der har været en kognitiv konflikt, som K selv kunne erkende. Repræsentationen blev nu ændret til et rektangel, uden målangivelse eller nogen form for inddeling, så repræsentationen må betragtes som ”Incomplete”.  
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 Der var heller ikke her problemer med at angive den del af arealet der svarer til 1
5
. Repræsentationen blev nu ændret til et rektangel, uden målangivelse men med 5 inddelinger, så repræsentationen må betragtes som ”Complete”.  
 Der var heller ikke her problemer med at angive 1
5
 som det ene af de 5 felter. Repræsentationen blev nu ændret til et rektangel, uden målangivelse men med 4 inddelinger, så repræsentationen må betragtes som ”Inconsistent”. 
 Efter nogen tid besluttede K at farvelægge næsten det hele af det ene felt, hvilket svarer til 1
5
 af arealet af hele rektanglet.  
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5
 og ikke de 80% af det ene felt som jeg har farvelagt her. Repræsentationen blev nu ændret til en ”Inconsistent” diskret, med 4 kugler. 
 K sagde: ”Ja nu skal du ikke snyde mig.” Han farvede den ene kugle rød og tegnede en ekstra kugle.  
  Repræsentationen blev nu ændret til en ”Inconsistent” diskret, med 6 kugler.  
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 K giver udtryk for at jeg igen forsøger at snyde ham. Her er jo en kugle for meget. 
 K farvede den ene kugle og stregede den sjette kugle over. 
Intervention 2, del 2 I interventionen skifter vi nu over til at sammenligne 2 brøker. Vi udvider interventionen, så der udover stambrøker også kom ægte brøker i spil. Interventionen blev udført i henhold til RNP (Rational Number Projekt, Cramer, Wyberg & Leavitt [2009]) som bygger på sammenligning af brøker på 4 forskellige måder:  
 
• Samme tæller metode  
• Samme nævner metode  
• Resterende del metode 
• Benchmark metode  
 
 Den efterfølgende intervention blev udført i det sproglige monoregister. Jeg vil på nuværende tidspunkt kalde det for Interiorisation (En proces der involverer allerede kendte objekter). I den første del af interventionen skal man undersøge brøker, som har samme tæller og heraf vurdere hvilken en af brøkerne, der repræsenterer den største værdi.  
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5
. For at argumentere for sit valg skifter K over til det visuelle multiregister med en kontinuert repræsentation. Han forklarer at stykkerne i en pizza, der er delt i 5 stykker, er større end stykkerne fra en pizza der er delt i 6 stykker.  
 Det næste interventions spørgsmål gik ud på at finde den største ægtebrøk når de havde samme nævner. ”Det er da nemt nok” - han slår en ring omkring 3
5
. For at argumentere for sit valg skifter K, også her, over til det visuelle multiregister med en kontinuer repræsentation. Han forklarer at 3 stykker pizza er mere end 2 stykker pizza. Jeg vil nu vurdere, at vi i interventionsforløbet er kommet til en kondensation (de tidligere processer bliver til separate dele). Jeg følte mig nu fristet til, at se om K havde en relationel forståelse af hvorledes han kunne vurdere hvilken ægtebrøk der var størst. 
 K så lidt på brøkerne, hvorefter han sagde ”det kan jeg ikke uden at lave dem om til decimaltal eller procent.” 
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 Jeg skrev på tavlen: Nu har du samme tæller.  Det efterfølgende må virkelig være et udtryk for reifikation. K udtrykker højlydt ”hold da kæft, hvor er det smart”.  
 Syvendedele er jo større stykker end ottendele. Jeg måtte fortælle at når differencen er størst så er brøken mindst. ”Nå ja, det kan jeg da godt se.” I interventionsforløbet skulle vi også se på at forlænge en brøk. Det primære formål var at opnå, at de to brøker fik samme tæller eller samme nævner. For derefter at bruge en af de tidligere metoder.  
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 K kunne umiddelbart se at det måtte være tælleren i den første brøk, der ved den simpleste manipulation ville komme til at være ækvivalent med den anden og hermed give et sammenlignings grundlag. Jeg var nu overbevist om, at K havde den relationelle forståelse af at sammenligne de to brøker, som han ikke kunne klare tidligere. K starter med at anvende ”manglende del metoden”. Han siger ”nu skal jeg bare have samme tæller”, så han forlænger den første brøk. 
 Her opstår så virkelig nogle konflikter. K siger at 1
12
 og 2
11
 kan man da ikke sammenligne. K virker på nuværende tidspunkt rimeligt udbrændt. Interventionen er virkelig intensiv. Jeg skriver på tavlen ”samme tæller”.  
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 Er du sikker på at det er det rigtige svar? Ja, nej det skal være modsat med den manglende del. 
  Vi holder nu en lille pause i interventionsforløbet, inden 3. afdeling af interventionsforløbet starter.  
3. del af intervention 2:  Vi starter med at se på opgave nr. 18. 
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 Jeg tager en lille snak med K om ligninger. En ligning er et udsagn, og man skal svare på spørgsmålet: For hvilke værdier af x er udsagnet sandt? Jeg skriver x=5 på tavlen.  Den næste opgave er nr. 21. 
 K siger at han ikke kan løse denne ligning da der ikke er nogen brøk på højre side. Dette var lidt overraskende for mig. Så må vi udvide interventionsprogrammet til også at omskrive 1 til en brøknotation. 
 ”Ja nu kan jeg godt få en brøk på højre side.” K omskriver højre siden til 1
1
. 
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 K indser, at det er samme nævner som vi skal gå efter. K løser ligningen og får x til at være 0. Så siger han, at det stemmer godt, fordi 1 divideret med en er lige med en divideret med en, så brøken stemmer. Vi har nu sat os ned og sidder og ser på tavlen. K siger efter et lille stykke tid, at der er noget galt. Jeg spørger hvorfor han tror, at der er noget galt. ”Jo, fordi du ikke har sagt, at det er rigtigt.” K virker træt nu. K går op til tavlen, han siger nu, at der er noget galt med minusset.  K siger nu, at han har løst nævneren forkert. 
 Jeg siger til K, at han nu har løst ligningen korrekt. Vi stopper interventionen nu; der er ikke mere ”batteri” på K. Før vi pakker sammen, så spørger jeg K, om han vil være i stand til at løse opgave nr. 22? 22 Løs ligningen:  −1 + 1
𝑥−1
= 1 Ja, det kan jeg godt, vi skal bare flytte -1 over på den anden side, og så har vi fire toende dele som brøk.  (Jeg var lidt overrasket over at han så hurtigt kunne se at 2 svarer til fire halve)  
Evaluering af Intervention 2 vedr. løsning af ligninger hvor der indgår brøkudtryk Til at starte med havde K en forståelse af ligninger, hvor der indgik brøknotation, der svarede til niveauet kondensation.  
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Intervention 3: Løsning af eksotiske ligninger  I detektionstesten indgik følgende ligninger: 
Ikke- Aritmetiske Model-baserede ligninger: 4 Er 3𝑎 = 𝑎3 ?    6 Løs ligningen:  7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 ?   Er 𝑥 = 10 løsning ?  15 Løs ligningen:  2𝑥 + 6 = −4𝑥   
Ikke- Aritmetiske ligninger løsrevet fra modeller:  20 Hvilke løsninger har ligningen 3x-x = 2x.   29 Hvilke løsninger har ligningen 38x+72 = 38x    Interventionen med K foregik ved tavlen i et klasselokale, og den vil ikke være så lang som den med brøkerne.  Jeg forklarede K, hvad formålet med denne intervention var. Du skal kunne skelne mellem lighedstegnets forskellige betydninger. Du skal kunne se forskellen på ”en løsning” og ”løsningen” til en ligning. 
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 Første del af intervention 3 startede med en samtale omkring lighedstegnets forskellige betydninger. Af tidsmæssige hensyn blev der ikke taget notater eller anden skriftelig form for dokumentation af denne interventionsdel. Der blev gennemgået lighedstegnets betydning som: Ækvivalens, ordre, identitet af to objekter samt definition og navngivning. Denne interventionsdel sluttede med en samtale om åbne og lukkede udtryk og udsagn. I anden del startede vi med at se på den Konkrete Aritmetiske ligning opgave nr. 10 Løs ligningen: 
𝑥 = 1. 
 K starter med at sige ”hvad skal jeg svare” og skriver 𝑥 = 1 på tavlen. Kan du skrive det på en anden måde? ”Ja, det kan jeg godt” og skriver x er en. Jeg skriver x=2. 
 K skriver x er to. ”Det er jo ikke svært og jeg gør jo ingenting.” 
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 Det var forholdsvis nemt for K at opskrive venstre side når jeg havde angivet højre side. Det var planen at inddrage det visuelle monoregister. For at hjælpe K med dette registerskift tegnede jeg et koordinatsystem. 
  K havde ingen besvær med at afsætte koordinaterne i sildebenet i koordinatsystemet. Her er alle løsningerne siger han og tegner en ret linje gennem de 4 afsatte punkter. Jeg stiller spørgsmålet: Hvad er løsningen? K svarer: ”alle tal” Jeg spørger: hvilke tal? K siger ”ja, hvad er det nu de hedder?”. Vi repeterede lige de forskellige tal. 
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 Sådan her siger K. 
 Du skriver x=R, er R en konstant? Eller hvad mener du? Jeg mener sådan her. 
 Vi stopper her. Vi bringer nu en konstant a i spil. Jeg fjerner enhederne på koordinatsystemet. 
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  K siger at ”det er jo ligesom bare et tal x=a”.  Vi forsøger nu at øge sværhedsgraden, ved at anvende 2 konstanter a og b. 
 K kan godt se, at står der 𝑎 + 𝑏 på højre side, så skal der også stå 𝑎 + 𝑏 på venstre side. Ved registerskiftet til det visuelle monoregister, så er der problemer med begrebsdefinitionen. K siger, at han først går ud til a, så går han ud til b, går op til den røde linje, sætter et kryds og går ud til den lodrette akse og skriver 𝑎 + 𝑏. Jeg tegner nu linjestykket a og linjestykket b. 
 Ja nu kan jeg godt se det siger K.  Vi fornemmer nu, at K har et fornuftigt begrebsbillede, når konstanterne a og b indgår som positive hele tal. 
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 K starter med at tegne linjestykket b, nedenunder tegner han linjestykket a, så skal jeg bare trække b fra og tegner en returlinje nedenunder. Det gik overraskende godt. Dette underbygger, at K’s begrebsbillede er velfunderet, når konstanterne a og b indgår som hele positive tal. For at få en god instrumentel forståelse foreslår vi K følgende: Kan vi skrive en procedure så du kan huske hvad man skal gøre når der optræder to positive konstanter. 
 Er det en god regel? Ja nu kører det bare. Vi ændrer udtrykket til −𝑎 + 𝑏. 
 Det går ikke helt så godt som K håbede. Dette er et meget godt eksempel på kognitive konflikter. Der er totalt kaos i K’s begrebsbilleder fordi der blev bragt et minus i spil. 
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 Det der står på højre side skal også stå på venstre side. Så 1=1 og 2=2. Så må du gerne skifte register til grafisk afbildning, som vi havde før. 
 Det kan jeg ikke. Hvad med et sildeben? 
 Sildeben, det var kodeordet. 
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 K indsætter de 4 punkter og tegner den rette linje. Hvad er løsninger? Det er alle de reelle tal. Hvorfor det? Ja det er det bare. Har du så ikke svaret forkert på en tidligere opgave? Hvilken skulle det være? Vi skriver den tidligere opgave på tavlen. 
 Jo det kan jeg godt se nu, der er kun en løsning. Vi tilføjer et minus på højre side. 
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 K siger at det kan man ikke og skriver ingen løsning. Lad og prøve at tegne et sildeben. 
 Lad os ændre farven på venstre side. 
 Prøv nu at afsætte de røde tal og derefter de gule. 
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 Den røde og den gule linje skærer hinanden, så må der være en løsning. 
 K aflæser nul. Jeg spørger om han kan løse ligningen. Ja det er da nemt nok. X skal være nul. Vi ser igen på det tidligere eksempel. 
 Nu kan jeg se at de to linjer ligger ovenpå hindanden, derfor er der mange løsninger. Vi fortsætter interventionen. 
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 Her er der også mange løsninger fordi linjerne ligger ovenpå hinanden. K har nu styr på den instrumentelle tilgang til at udarbejde et slideben og give en grafisk repræsentation. I den næste del af interventionen bringer vi en konstant i spil på venstre side. 
  K udfylder sildebenet og tegner den røde og gule linje. 
 Denne linje har ingen løsninger. Linjerne skærer ikke hinanden. Ligningen ændres nu med et minus på højre side. 
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 K udfylder sildebenet og tegner den røde og gule linje uden større besvær. 
 Jeg beder K om at løse ligningen for at kontrollere og resultatet er korrekt. Jeg får det samme. Den afsluttende del af interventionen har nu et minus på venstre side. 
 Løsningen er 1
2
 siger K. Det fik du jo også før, da så ligningen jo anderledes ud? K siger at det kun er minusset der er flyttet over på den anden side. 
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 Kan man bare flytte minnusset over på den anden side? K siger at man bare skal gange med minus 1 på begge sider, så er det det sammen.   
Evaluering af interventionsforløb 3 K udviste en god forståelse af lighedstegnets betydning i åbne udsagn hvor der skulle være ækvivalens mellem ligningens åbne udtryk og det lukkede udtryk. K’s begrebsbilleder giver på nuværende tidspunkt ikke årsag til konflikter, ligeledes er overensstemmelse mellem den personlige og den formelle begrebsdefinition. I interventionsforløbets anden del opnåede K en reifikation m.h.t. hvilke løsninger, der eksisterer til ligninger, hvor der ikke indgår arbitrære konstanter. Vi måtte jo erkende, at træerne ikke vokser ind i himlen. Den gode positive overgang fra kondensering til reifikation blev pludselig afbrudt, da konstanterne a og b samt minus blev bragt i spil. Der var virkelig tale om en kognitiv konflikt. Der var så meget uoverensstemmelse i begrebsbillederne, at dette vil kræve en separat intervention for at rette op på dette. Dette interventionsforløb har givet K en forståelse af lighedstegnets betydning og mulige løsninger til ligninger. Med denne forståelse bør K have opnået en relationel tilgang til at håndtere åbne udsagn. K gav udtryk for at visualiseringen med den røde og den gule linje gav ham en god forståelse (begrebsbilleder) af hvor mange løsninger en 1. grads ligning har.   
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Evaluering af posttest K blev præsenteret for vores posttest. K blev bedt om at besvare spørgsmålene, så vi kunne se hans tankegang. Det skulle være som dengang vi havde interventionerne. Han måtte ikke bare gætte løsningen. K’s besvarelse kan ses i bilag 3. Opgave 1. 
 K starter godt. Løsning af denne konkrete aritmetiske ligning viser, at k har opnået en reifikation, der gør ham i stand til at udføre dette med en relationel tilgang. Opgave 2. 
 K siger at det er den samme som opgave 1. Vi skal bare have 3k til at blive ni. Sprogligt giver K udtryk for en god relationel forståelse. Besvarelsen indikerer kun en instrumentel tilgang. Opgave 3. 
 Her siger K at syv skal være syv. Så må 2x være ingenting. Opgave 4. 
 K starter med at sige at det giver ikke rigtigt nogen løsning. K flytter b over på den anden side. Vi spørger K, om man bare kan flytte b over på den anden side. K svarer, at det må man godt, hvis man sætter minus foran. Og så står der gange to, så skal man bare gøre det modsatte. K skriver en løsning, men uden at angive at han ser det som en løsning. Han kommenterer: ”Nu kan jeg ikke komme længere – jeg ved ikke, hvad jeg skal gøre for at komme videre”. K’s begrebsbilleder af ligninger hvor der indgår bogstaver er ikke så skarpe – han forstår, at man kan operere med b som et tal, men han godtager ikke, at udtrykket med den ukendte kan være en løsning. Der er ikke opnået en reifikation endnu. Opgave 5. 
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  Her kan man godt se, at intervention 2 har løftet K op på et relationelt niveau.  Opgave 6. 
 K viser en relationel forståelse for løsning af ligningen. K’s løsning viser nogle mangler indenfor håndtering af matematisk symbolsprog og formalisme. Når man ønsker en besvarelse, der har fokus på en relationel tilgang i løsning af ligninger, kan man ikke forvente at alle spillereglerne overholdes i ”Symbol- og formalismekompetancen.” K opdager ikke at han dividerer med nul. Opgave 7. 
 Opgave 6 og 7 er næsten ens. K demonstrerer en relationel tilgang i løsningen. Han opdager i opgave 7 at man ikke må dividere med nul.  Opgave 8. 
 K siger at denne er let. Det er ligesom i intervention 2, graferne ligger over hinanden. Opgave 9. 
 K siger at x går væk, så skal √5 være ingenting. Opgave 10. 
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 I opgave 10 viser K kun en instrument tilgang i løsningen af ligningen. Han skriver bare, og til slut siger han, at det bliver 40.  Vi spørger, hvad der sker med minusset? K siger at når der er et minus på begge sider af vægten så forsvinder de. Kan man bare det? ”Ja, fordi du har sagt, at man skal gange med minus en. ” Opgave 11 
 I opgave 11 bruger K RNP-tankegangen fra intervention 2. Dette indikerer også en relationel forståelse. Opgave 12. 
 K siger, at han skal samle x’erne, for ellers kan han ikke se, hvad resultatet skal blive. Så skal vi have seks over på den anden side. K’s kompetence er mangelfuld, når man ser på ligninger, hvor der optræder minus. Han har ikke helt styr på spillereglerne for minus. Opgave 13. 
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  K siger, at han samler x’erne og gør det modsatte med 4. Her må vi også konstatere, at K’s kompetencer indenfor symbol og formalisme er mangelfuld.  Afslutningsvist kan vi sige, at forsøgspersonen har fået en større dækningsgrad, en bredere aktionsradius samt et højere teknisk niveau indenfor symbol- og formalismekompetencen. Dette kan tydeligt ses ved at sammenligne opgavebesvarelsen fra detektionstesten. Før interventionsforløbene kunne forsøgspersonen ikke svare på f.eks. opgave 20 og 21.  
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Konklusion  Vi har i dette projekt vist, hvordan man med udgangspunkt i teorien kan planlægge interventions-forløb for elever med en instrumentel tilgang indenfor ligningsløsning, så de opnår en relationel forståelse af matematiske problemstillinger, hvor der indgår ligninger.   Før interventionen har vi gennemført en detektion af eleverne, så vi kunne identificere dem, der kun har instrumentel forståelse af løsning af ligninger.  Duval siger, at begrebsforståelsen først er på plads, når eleven kan oversætte det matematiske begreb mellem to registre for matematik repræsentation. Han opstiller 4 forskellige registre, indenfor hvilke matematiske begreber kan repræsenteres. Dette har vi anvendt i interventionen, med gode resultater til følge.  Vi har i interventionen forsøgt at referere til Sfards 3 faser i begrebsudviklingen: internalisering, kondensering og reifikation.  Det har primært været, når der har indtruffet en reifikation hos vores testelev, at vi har kunnet vurdere, om der er opnået en relationel forståelse som følge af interventionen.  I detektionsfasen har vi gennem detektionstesten fundet, at mange elever generelt har store problemer med ligningsløsning, og dette vurderer vi, at det skyldes manglende begrebsforståelse hos eleverne. Deres begrebsbilleder er tilfældigt hentet fra forskellige løsninger af 1. gradsligninger, 2. gradsligninger samt to ligninger med to ubekendte. Derfor var den første intervention af ren teoretisk karakter for at sikre en harmoni mellem den personlige og den formelle begrebsdefinition.  Til dette projekt valgte vi en forsøgselev, der i opgavebesvarelsen ikke viste relationel forståelse for løsning af ligninger. Vedkommende havde dog en god instrumentel tilgang.  I interventionsfaserne har vi arbejdet med ligningsbegrebet, men har måttet konstatere, at det er nødvendigt kun at arbejde med førstegradsligninger, som kan indeholde negative tal og brøker, for at eleven får en korrekt forståelse af ligningsbegrebet.   For at evaluere om interventionerne har resulteret i en relationel forståelse, har forsøgspersonen fået en posttest, som skulle give en indikation af, om det ønskede resultat er opnået.  Resultatet af forsøgspersonens posttest var positivt. Forsøgspersonen har efter interventionerne opnået en bedre relationel tilgang indenfor nogle af ligningstyperne.  Posttesten omfattede ikke ligninger med bogstaver a og b der var arbitrære konstanter, pga. at der i forsøgspersonens interventionsforløb har været kognitive konflikter, fordi der var uoverensstemmelse mellem begrebsbillederne.  Sammenlignes forsøgspersonens besvarelse af detektionstesten og posttesten, kan vi konkludere, at efter interventionerne har forsøgspersonen fået en større dækningsgrad, en bredere aktionsradius samt et højere teknisk niveau indenfor symbol- og formalismekompetencen.  
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